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 ارتباط نظریه اعداد با نظریه گراف

 

 هزظیِ رحوتی

 ، داًشگاُ پیام ًَر، تْزاى، ایزاىایِپ ػلَمداًشىذُ 

Rahmati_m61@yahoo.com 

 

 چکیده

)جْت  دار گزاف  در ایي همالِ،         )n     را وتِ هموَػتِ رسَ ت { ,1,..., 1}H n     ا ت

2ٍجتَد دارد اگتز    bتِ  aتزر ی هی وٌین تؽَری وِ یه یال جْ  دار اس   (mod )a b n   ِتت

, اسای { ,1,..., 1}a b n  .  1ّوچٌیي دٍ سیز گزاف( )n   ٍ2( )n  را هؼزفی هی وٌین. فزض

)1 وٌیذ )n ِتَ ػ رسَ ی وِ ًسث  ت n ٍ اٍلٌذ 
2( )n      ِتَ ػ رسَ تی وتِ ًستث  تتn  اٍل

یػ هٌظن تَدى ٍ ًین هٌظن تَدى ًیستٌذ، الما هی شًَذ. شزا
1( )nنرا اراسِ هی دّی . 

 

 : گراف جهت دار، گراف منظم، گراف نیم منظم.کلید واژه ها

 

دمهمق

1nفزض وٌیذ    ٍ{ ,1,..., 1}H n گزاف جْ  دار .( )n    ِرا تا رسَس هتؼلتك تتH 

ٍجَد داشتِ تاشذ اگتز ٍ فمتػ اگتز     bتِ  aدر ًظز تگیزیذ تِ ؼَری وِ یه یال جْ  دار اس 
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2  (mod )a b n. ِتزخی رٍاتػ تیي ًظزیِ اػذاد، ًظزیِ گزاف ٍ ًظزیتِ گتزٍُ را    در ایي همال

تصَرت گتزاف  ( 4007(، وزیشن )7699 ی )ا(، چ4002(،وزیشن )7691تزایاً )وِ تَ ػ 

2هتٌاظز تا راتؽِ ّوٌْشتی    (mod )a b n  .در ًظز گزفتِ شذُ ا  ، ًشاى هی دّین 

)دٍ سیز گزاف تزای  )n  هؼزفی هی وٌین. فزض وٌیذ
1( )n     ِتَ ػ رسَ ی وتِ ًستث  تت

n  ٍ اٍلٌذ
2( )n  ِتَ ػ رسَ ی وِ ًسث  تn    ِاٍل ًیستٌذ، الما هی شًَذ. ٍاظح ا ت  وت

1( )n  ٍ2( )n ٍ همشا ّستٌذ
1 2( ) ( ) ( )n n n    شزایػ هٌظن تَدى ٍ ًین هٌظن .

تَدى سیز گزاف 
1( )n ارایِ دادین. 

 

 پژوهش پیشینه و نظری مبانی -2

)گزاف جْ  دار   1-2تؼزیف  )n      ِرا تا رستَس هتؼلتك تتِ هموَػت{ ,1,..., 1}H n   

aگزاف جْ  دار هىزر هی ًاهین تِ ؼَری وِ دلیماً یه یال جْت  دار اس   H   ِتتb H 

2ٍجَد دارد اگز ٍ فمػ اگز   (mod )a b n. 

 

 ((8)) گراف  1-2شکل 

 

 اگز
1 2, , , ta a a H   ٍ دٍ تذٍ همشا تاشٌذ 

2

1,  (mod ).ta a n  ...2

2 3  (mod ),a a n  2

1 2  (mod ),a a n 

در ایي صَرت 
1 2, , , ta a a  یه دٍر تِ ؼَلt   .دٍری تتِ ؼتَل یته را     تشىیل هتی دٌّتذ

) اس گزاف جْ  دار هؤلفِ ًمؽِ ثات  گَیین. یه )n سیز گزافی ا   وِ در تیي گزاف ّای ،
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)ّوثٌذ گزاف غیز جْ  دار ٍاتستِ تِ  )n .فزض وٌیذ هاوشیوال تاشذ a H.   تؼذاد یتال

)گَسین ٍ تتا   aرا درجِ ٍرٍدی رأس  aّای جْ  دار ٍارد شذُ تِ رأس  )indeg a    ًوتای

گَسین ٍ  aرا درجِ خزٍجی رأس  aهی دّین ٍ تؼذاد یال ّای جْ  دار خارج شذُ اس رأس 

)تا  )outdeg a  .درجِ خزٍجی ّز رأس ًوای  هی دّین( )n   تزاتز تا یه ا  . لذا تؼتذاد

)هؤلفِ ّای  )n .  تا تؼذاد دٍرّا تزاتز ا 

)دٍ سیز گزاف تزای  )n  هؼزفی هی وٌین. فزض وٌیذ
1( )n    ِتَ ػ رسَ ی وِ ًستث  تت

n  ٍ اٍلٌذ
2( )n  ِتَ ػ رسَ ی وِ ًسث  تn    وتِ  اٍل ًیستٌذ، الما هی شًَذ. ٍاظح ا ت

1( )n  ٍ2( )n ٍ 1همشا ّستٌذ 2( ) ( ) ( )n n n   .  گزاف جْ  دار را هٌظن گَیین

اگز درجِ ٍرٍدی ّز رأس یه تاشذ. یه گزاف جْ  دار را ًین هٌظن گَیین اگز ػتذد صتحیح   

شتزایػ   تاشتذ.  یتا   dٍجَد داشتِ تاشذ تِ ؼَری وِ درجِ ٍرٍدی ّتز رأس یتا    dهثث  

هٌظن تَدى ٍ ًین هٌظن تَدى سیز گزاف 
1( )n دادُ شذُ اًذ. 

 

 بحث و نتیجه گیری -3

 ایي تخ  را تا گشارُ سیز شزٍع هی وٌین.

)ًمؽِ ثات  همشای   ػذد  1-3گشارُ  )n  ا   اگز ٍ فمػ اگزn .فالذ هزتغ واهل تاشذ 

2 اگز اثثات. | np  تِ اسای ػذد اٍلpُآًگا ، 
2

2
.  (mod ),

n n
n n

 
   

 p p
 

چَى 
n

p
 ًمؽِ ثات  همشا ًوی تاشذ. ًگاشتِ هی شَد،  تِ  

فالتتذ هزتتتغ واهتتل تاشتتذ. در ایتتي صتتَرت تتتذیْی ا تت  وتتِ      nتتتزػى ، فتتزض وٌیتتذ  

 (mod )x n   2تٌْا جَاب ّوٌْشتی  (mod )x n   هی تاشذ. تٌاتزایي    ًمؽِ ثاتت

)همشای  )n  .  ا  

)در گزاف   ٢-3لعیِ  )n  ٍجَد ًذارد. گزاف  1دٍر همشا تا ؼَل تیشتز اس( )n  ًِمؽ

aثات  همشای     2دارد اگز ٍ فمػ اگز | n  ٍn   فالذ هزتغ واهل تاشذ. در ایي حال
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2

n
a   

a فزض وٌیذ اثثات.    لسوتی اس دٍر همشای( )n   تاشذ. اتتذا ًشاى هی دّتینn   ػتذد

 پ  ثات  هی وٌتین   صحیح سٍجی ا   وِ فالذ هزتغ واهل تاشذ.
2

n
a   ٍa     ًمؽتِ ثاتت

2ا تتتت . فتتتتزض وٌیتتتتذ     (mod )b a n  ِ2. اس آًمتتتتا وتتتت 2( )  (mod )b b n   ٍ

( ) indeg( ) 1nN a a  لتتتذا ، (mod )b b n  ِ2. در ًتیمتتت  (mod )b n  چتتتَى .

 (mod )a n  2، لذا | n  ٍ (mod )
2

n
b n. 

2حال فزض وٌیذ  | np  تِ اسای ػذد اٍلp 2. اگزp ُ2، آًگا( )  (mod )
2

n
a n    ِو

||2ػذد اٍل فزد ٍ  pتٌالط ا  .  پ  فزض وٌیذ  n تَجِ وٌیذ اگز .m   ػذد صحیح فتزد

 تاشذ، آًگاُ 

(3..          )                                                                   (mod ).
2 2

n n
m n 

 چَى 
2

n  ِفزد ا  ، ًتیمِ هی شَد و 

2 2
 (mod ),

2 2 2 2 2 (2 )

n n n n n n
a n   

p p
 

)وِ در تعاد تا فزض  ) 1nN a   ا  . تٌاتزایيn       ِفالذ هزتغ واهل هتی تاشتذ. تٌتا تتِ راتؽت

 ( هشاّذُ هی وٌین وِ  ..3)

(3.٢                    )                                            2  (mod ).
2 2 2

n n n
a b n   

( mod) در ًتیمِ  
2

n
a n  ٍa  ًمؽِ ثات  گزاف( )n .  ا 

2اوٌتتَى فتتزض وٌیتتذ  | n  ٍn  فالتتذ هزتتتغ واهتتل تاشتتذ. در ایتتي صتتَرت
2

n   ٍ  فتتزد ا تت

 (mod )
2

n
n ( ِهی تَاى ًتیمِ گزف  وِ  3.٢( ٍ )..3. تا تَجِ ت ) 
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(3..          )                                                                    (mod ),
2 2 2

n n n
n 

 ٍ
2

n  ًمؽِ ثات  گزاف( )n  2ا  . فزض وٌیذ  (mod )
2

n
b n چَى .

2

n   ٍ فتزدn  سٍج

b(mod 2) 1ا  ، لذا   ِاس آًما و .
2

n  ٍ   فالذ هزتغ واهل ا|
2

n
n    تزاحتتی هتی تتَاى ،

( mod) ًتیمِ گزف  
2

n
b   تَجِ وٌیذ .gcd(2, ) 1

2

n
    ُاس ایٌزٍ تٌا تتِ لعتیِ تالیواًتذ .

( mod) (، ..3هٌحصز تِ فزد ا   ٍ تا تَجتِ تتِ )   nتِ پیواًِ  bچیٌی، 
2

n
b n  لتذا .

2

n 

)ًمؽِ ثات  همشای گزاف  )n   .  اثثات واهل ا ٍ 

)گزاف  ّز  3-3ًتیمِ  )n   حذاوثز دٍ ًمؽِ ثات  همتشا دارد. ّوچٌتیي ،( )n   ٍدلیمتاً د

2ًمؽِ ثات  همشا دارد اگز ٍ فمػ اگز  | n  ٍn     فالذ هزتغ واهل تاشذ. در ایتي حالت  ٍ
2

n 

 تٌْا ًماغ ثات  همشا ّستٌذ.

)، nتزای ػذد صحیح  )n  :را تصَرت سیز را تؼزیف هی وٌین 

    

   2|| n 

(3..               )                                                4 || n   یتا

2 | n 

  8 | .n 

 

)gcdاگز   4-3لن  , ) 1a n   ٍ( ) >nN a  ُآى گا ،( ) ( )( ) =2 n n

nN a  . 

1nدر حالتی وِ  . اثثات    1، ًتیمِ ٍاظح ا  . تٌاتزایي فزض هتی وٌتینn   اس آى جتایی .

تشىیل هی دٌّذ، تِ راحتتی   nاٍلٌذ، یه گزٍُ ظزتی تِ پیواًِ  nوِ ػٌاصزی وِ ًسث  تِ 

)gcdهی تَاى دیذ اگز  , ) 1a n   ٍ( ) >nN a  ،( ) = (1)n nN a N    (1). لذا وتافی ا تnN 

 را هشخص وٌین.

kN(1)اتتذا 
p

p  ٍ1kرا تِ اسای ػذد اٍل      پیذا هی وٌین. تَجِ وٌیذ 

( )

1   

       

1

n 
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 (3.5)                                                                               2 1 (mod )ka  p 

 اگز ٍ فمػ اگز 

                                     .2 1 ( 1)( 1)  (mod )ka a a      p 

)gcdػذد اٍل فزد تاشذ. چَى  pفزض وٌیذ  1, 1) |2a a  ِتزلزار ا   اگتز ٍ   (3.5)، راتؽ

ka( mod) 1فمػ اگز    p 2=(1). تٌاتزایيkN
p

 . 

1aدلیماً یىی اس جوتتت   4تزلزار تاشذ، آى گاُ  (3.5). تَجِ وٌیذ اگز 2pفزض وٌیذ   

 ٍ1a   ٍ تزلتزار ا ت  اگتز ٍ     ( 3.5)جولِ دیگز را ػاد هی وٌذ. اس ایتي رٍ   2را ػاد هی وٌذ

a(mod 2) 1فمتتػ اگتتز     1تتتِ اسای 3k   ٍ11 (mod 2 )ka    4تتتِ اسایk  .

تٌاتزایي 
k1+ (2 )

2
(1)=2kN ًتیمِ تٌا تِ لعیِ تالیواًذُ چیٌی تذ   هی آیذ ..     

گزاف جْ  دار   5-3لعیِ 
1( )n   تِ اسای ّز ػذد صحیح هثثn  ًٍُین هٌظن ا  . ػتت ،

تز ایي، درجِ ٍرٍدی ّز رأس 
1( )n  یا تزاتز  یا( ) ( )2 n n  .هی تاشذ 

) تاتغ وارهایىل -ػذد صحیح هثث  تاشذ.  n فزض وٌیذ )n    تِ صَرت سیتز تؼزیتف هتی

 شَد:

1

(1) 1 1,

(2) 1 2 ,

(4) 2 4 ,

1
(2 ) 2 2 3,

2

( ) ( 1

k k k

k k k

k

 

 

 

 

 







 

 p p p p

-2

= ()

= ()

= ( )

= ( )  

) = ( )

 

p  ٍ1kتِ اسای ػذد اٍل فزد  ، 

1 2 1 2

1 2 1 2( ... ) lcm [ ( ), ( ),..., ( )],s sk kk k k k

s s   p p p p p p 

1ikوتتِ تتتِ اسای    ٍ{ , , }i s 1 ،
1 2, , , sp p p   اػتتذاد اٍل همتتشا ّستتتٌذ. ّوچٌتتیي

)lcmرا تا  a  ٍbوَچىتزیي هعزب هشتزن اػذاد  , )a b   .ًشاى هی دّین 

)، nتٌتتا تتتِ تؼزیتتف تتتای تتتِ اسای ّتتز     )| ( )n n   ٍ( ) ( )n n    اگتتز ٍ فمتتػ اگتتز

{1,2,4, ,2 }k kn q q  ِوq  ٍ 1ػذد اٍل فزدk  . 
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ordntرا تِ صَرت  nتِ پیواًِ gفزض وٌیذ رتثِ ظزتی  g     ًشاى هتی دّتین )یؼٌتیt 

tg( mod) 1وَچىتزیي ػذد ؼثیؼی ا   تِ ؼَری وِ  n.) 

)در گزاف  tدٍری تِ ؼَل   6-3لعیِ  )n  ٍجَد دارد اگز ٍ فمػ اگزord 2dt    تتِ اسای

)اس  dهمسَم ػلیِ هثث  فزد  )n. 

)دٍر در -tرأ ی اس یه  aاثثات. فزض وٌیذ   )n تاشذ. در ایي صَرت 

                                                                
2  (mod ).

t

a a n 

وَچىتزیي ػذد صحیح هثثتی ا   وِ در راتؽِ تای صذق هی وٌتذ. وتافی    tثات  هی وٌین  

)ا   ثات  وٌین در  )n  دٍرّا همشایٌذ. اگز فزض وٌیذ دٍ دٍر تِ ؼَل
1t  ٍ2t  در( )n 

یال خارج هی شَد وِ  2ٍجَد دارد وِ حذالل در یه رأس اشتزان داشتِ تاشٌذ، اس ایي رأس 

یىی هتؼلك تِ دٍر 
1t  دیگزی  هتؼلك تِ دٍر ٍ

2t    ا   ٍ تا ایي هؽلة وِ درجِ خزٍجتی ّتز

)ا   در تٌالط ا  . لذا در  1رأس تزاتز  )n .دٍرّا همشایٌذ 

t   ِوَچىتزیي ػذد صحیح هثثتی ا   و 

(3.6)                                           
2 2 1( 1)  (mod ).

t t

a a a a n     

2چَى  1gcd( , 1) 1
t

a a      ًِتیمتِ هتی شتَد اگتز      (3.6)، لتذا اس راتؽت
1 gcd( , )n a n  ٍ

2

1

n
n

n
 آًگاُ ثات  هی وٌین ،t ِوَچىتزیي ػذد صحیح هثث  ا   تِ ؼَری و 

(3.7)                       
2 1

1 2 (mod ),                                    1 (mod )
t

a n a n   

 ٍ
1 2gcd( , ) 1n n  فزض وٌیذ .

1t t ِتِ ؼَری و 

1 1

1

1 1

2 1 2

2 2 2

2 1 2

1 1

 1 (mod )   (mod )
 (mod )

 1 (mod )   (mod )

t t

t

t t

a n a a n
a a n

a n a a n





   
   

     

 

تٌالط دارد. تزػى  اگز فزض وٌیذ  (3.6)وِ تا راتؽِ 
1t t   ِتِ ؼَری و 

1 1

1

1 1

2 2

22

2 2

2

( , ) 1 1 (mod ) 1 (mod )
 (mod )

( , ) 1 1 (mod ) 1 (mod )

t t

t

t t

a n a n a n
a a n

a n a n a n
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ٍجتَد دارد تتِ    bتٌالط دارد. تٌا تِ لعیِ تالیواًذُ چیٌتی ػتذد صتحیح     (3.7) وِ تا راتؽِ 

 ؼَری وِ

(3.8)                                           1 21 (mod ),                 (mod ).b n b a n  

 وَچىتزیي ػذد صحیح هثث  ا   تِ ؼَری وِ tتا تزّاى خلف ثات  هی وٌین 

(3.9    )                              

   

2 1

1 2 1

2 1 2 1

2

1 (mod )
1 (mod ).

1 (mod )

t

t

t t

b n
b n

b a n





 

 
 

  

 

فزض وٌیذ 
1t t :ِتِ لسوی و 

1

1

1

2

2 2

2

1

  (mod )
 (mod )

  (mod )

t

t

t

a a n
a a n

a a n

 
 

   

 

 وِ تٌالط ا  .

ordndحتتال فتتزض وٌیتتذ  b در ایتتي صتتَرت .| 2 1td . ِ(3.9)تتتا تَجتتِ تتتِ راتؽتت ،t 

|وَچىتزیي ػذد صحیح هثث  ا   تِ ؼَری وِ  2 1td  لذا .ord 2dt   ٍِاظح ا   وت .

d  ،فزد ا  . ػتٍُ تز ایي تا تَجِ تِ لعیِ وارهایىل| ( )d n. 

ordتز ػى ، فزض وٌیذ  2dt  ٍd    همسَم ػلیِ هثثت  فتزد( )n      ِتاشتذ. تٌتا تتِ لعتی

ordٍجَد دارد تتِ ؼتَری وتِ     nتِ پیواًِ  gوارهایىل، تالیواًذُ  ( )ng n   لتزار دّیتذ .
( )n dh g لذا ،ordnh d چَى .t|2 1d    1ٍ تتِ اسای k t  ،| 2 1kd   تٌتاتزایي ،

t ِوَچىتزیي ػذد صحیح هثثتی ا   و 

2 1 1 (mod ).       
t

h n  

2 1 2.  (mod ).
t t

h h h h n   

)دٍر در -tرأ ی اس یه  hدر ًتیمِ  )n   .  ا   ٍ اثثات توام ا 
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