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  :چکیده
هدف ما در این مقاله بیان و اثبات وجود . قضیه انقباض باناخ یکی از قضایاي مهم در آنالیز تابعی است

یک نقطه ثابت براي نگاشت هاي چند مقداره در فضاهاي جزئاً مرتب که در حقیقت تعمیمی از قضیه 
 . انقباض باناخ می باشد، است

 
 تب، نقطه ثابت ، فضاي جزئاً مرنگاشت چند مقداره: کلیدي واژگان

 مقدمه

مجموعه تمام زیر مجموعه هاي ناتهی، بسته و  CB(X)یک فضاي باناخ و  Xفرض کنیم 
  .باشد X	کراندار

  باشند در این صورت تعریف می کنیم CB(X)اعضایی از  Bو  Aفرض کنید 
	
D(a, B) = inf

∈
d(a, b) 

  همچنین
δ(A, B) = sup

∈ , ∈
d(a, b) 

Aمی گوییم  < B  هرگاهa ∈ A  وb ∈ B  موجود باشند به گونه اي کهa ≤ b.  
:Tاگر  X → CB(X)  یک نگاشت چند مقداره باشدx ∈ X  را یک نقطه ثابت آن می

xگوییم هرگاه  ∈ Tx.  
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  نتایج اصلی

,푋)اگر . قضیه ,푋)به گونه اي باشد که  푋روي  푑یک مجموعه جزئاً مرتب و متر  (≥ 푑) 
푇:푋همچنین  .یک فضاي متریک کامل باشد → 퐶퐵(푋)  یک نگاشت چند مقداره باشد به

  گونه اي که شرایط زیر برقرار باشند
푥) لفا ∈ 푋  موجود باشد به گونه اي که{푥 } < 푇푥.  

,푥براي هر ) ب 푦 ∈ 푋  با شرط푥 ≤ 푦 داشته باشیم :푇푥 < 푇푦.  
푥اگر ) ج → x دنباله اي غیر نزولی در	푋 باشد، براي هر푛 ∈ 푁  داشته باشیم푥 ≤ x.  
푥	ي هربرا) د ≤ 푦 داشته باشیم  

 
	훿(Tx, Ty) ≤
퐷(푥, 푇푦) + 퐷(푦, 푇푥) − 휑 퐷(푥, 푇푦), 퐷(푦, 푇푥) 										(1)						  

:휑که در آن نگاشت  [0,∞) → نگاشتی پیوسته است که داراي دو شرط زیر  (∞,0]
  است

푎 ≥ 푐, 푏 ≥ 푑
	
⇒휑(푎, 푏) ≤ 휑(푐, 푑) 

휑(x, y) = 0
	
⇔푥 = 푦 = 0 

  .داراي نقطه ثابت است 푇در این صورت نگاشت 
푥}چون  .اثبات } < 푇푥  بنابراین푥 ∈ Tx  وجود دارد که푥 ≤ x  ب(که شرط (

푇푥ایجاب می کند  < 푇푥  در نتیجه푥 ∈ 푇푥  وجود دارد که푥 ≤ x  که باز هم
푇푥ایجاب می کند ) ب(شرط  < 푇푥  . با ادامه این روند دنباله{푥 بدست می آید به  {

푥گونه اي که  ∈ 푇푥  و푥 ≤ 푥 ≤ 푥 ≤ 푛از آنچه بدست آمد، اگر . 000 ∈ 푁 
푥موجود باشد که  = 푥  آنگاه푥 ∈ 푇푥  و در نتیجه حکم برقرار است؛ پس فرض

푛کنیم براي هر  ∈ 푁  همواره푥 ≠ 푥 باشد در این حالت داریم  
푑(푥 , 푥 ) ≤ 훿(푥 , 푥 ) = 훿(푇푥 , 푇푥 ) 

≤
1
2 퐷(푥 , 푇푥 ) + 퐷(푥 , 푇푥 )

− 휑 퐷(푥 , 푇푥 ), 퐷(푥 , 푇푥 ) 				 

≤
1
2 푑(푥 , 푥 ) + 푑(푥 , 푥 )

− 휑 푑(푥 , 푥 ), 푑(푥 , 푥 ) 																 
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=
1
2푑

(푥 , 푥 )

− 휑 0, 푑(푥 , 푥 ) 																																																					 
 
 

≤
1
2푑

(푥 , 푥 )

≤
1
2 푑(푥 , 푥 ) + 푑(푥 , 푥 ) 																											(2)					 

  
  بنابراین داریم

푑(푥 , 푥 ) ≤ 푑(푥 , 푥 ) 
푑(푥	}در نتیجه دنباله , 푥 یک دنباله نزولی از اعداد حقیقی غیر منفی است و در  {(

  نتیجه همگراست؛ فرض کنید
lim
→

d(x , x ) = r														(3)						 
  را به بی نهایت میل دهیم خواهیم داشت 푛اگر ) 2(در 

푟 ≤ lim
→

1
2푑

(푥 , 푥 ) ≤
1
2
(푟 + 푟) = 푟 

  بنابراین
lim
→

푑(푥 , 푥 ) = 2푟													(4)		 
استفاده  휑و پیوستگی ) 4(و ) 3(را به بی نهایت میل دهیم و از روابط  푛) 2(مجدداً اگر در 

  کنیم خواهیم داشت

푟 ≤
1
22푟 − 휑(0,2푟) ≤ 푟 

휑(0,2푟)که ایجاب می کند  = 푟و در نتیجه  0 =   لذا داریم 0
lim
→

d(x , x ) = 0																(5)				 
푥}ثابت خواهیم کرد که دنباله  휀کشی است زیرا در غیر این صورت  { > و دنباله هاي   0

{푥 ( 푥}و  {( (   با {(
푛(푘) > 푚(푘) > 푘  وجود خواهند داشت به گونه اي که براي هر푘 خواهیم داشت  

푑 푥 ( ), 푥 ( ) ≥ 휀															(6)					 
را کوچکترین عددي انتخاب کرد که در شرایط  푛(푘)می توان  푚(푘)بعلاوه متناظر با   

푛(푘) > 푚(푘)   صادق باشد) 6(و  .  
  در این صورت
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푑 푥 ( ) , 푥 ( ) < 휀																		(7)				 
  داریم) 7(و ) 6(از روابط 

휀 ≤ 푑 푥 ( ), 푥 ( ) 																																												 
≤ 푑 푥 ( ), 푥 ( ) + 푑(푥 ( ) , 푥 ( )) 
< 푑 푥 ( ), 푥 ( ) + ε																														 

  داریم) 5(به بی نهایت و استفاده از رابطه  푘با میل دادن 
lim
→

푑 푥 ( ), 푥 ( ) = lim
→

푑 푥 ( ) , 푥 ( ) = ε																(8)		 
  مجدداً داریم  

푑 푥 ( ), 푥 ( )

≤ 푑 푥 ( ), 푥 ( ) + 푑 푥 ( ) , 푥 ( )

+ 푑 푥 ( ), 푥 ( ) 	 
≤ 푑 푥 ( ), 푥 ( ) + 푑 푥 ( ) , 푥 ( ) + 푑(푥 ( ), 푥 ( )

+ 푑(푥 ( ), 푥 ( ) ) 
  بدست می آوریم) 8(و ) 5(که با استفاده از روابط          

푑 푥 ( ) , 푥 ( ) = 휀																					(9)				 
푛(푘)چون  > 푚(푘)  مقادیر푥 ( 푥و  ( ( ) د(قابل مقایسه هستند لذا از شرط  (

  خواهیم داشت
휀 ≤ 푑 푥 ( ), 푥 ( ) ≤ 훿 푇푥 ( ) , 푇푥 ( )  

≤
1
2 퐷	 푥 ( ) , 푇푥 ( ) + 퐷 푥 ( ) , 푇푥 ( )

−휑 퐷	 푥 ( ) , 푇푥 ( ) , 퐷 푥 ( ) , 푇푥 ( )  

≤
1
2 푑	 푥 ( ) , 푥 ( ) + 푑 푥 ( ) , 푥 ( )

−휑 푑 푥 ( ) , 푥 ( ) , 푑 푥 ( ) , 푥 ( )  
  داریم) 9(و ) 8(به بی نهایت و استفاده از روابط  푘با میل دادن مجدد 

휀 ≤
1
2
(휀 + 휀) − 휑(휀, 휀) ≤ 휀 

,휑(εبنابراین    ε) = 휀که ایجاب می کند  0 = لذا دنباله . که تناقض با فرضمان است 0
{푥 푧کشی است پس  { ∈ 푋 وجود  

limدارد به گونه اي که  → 푥 = 푧  در نتیجه براي هر푛 ∈ 푁  داریم푥 ≤ 푧 و  
훿(x , Tz) ≤ δ(Tx , Tz) 
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≤
1
2 퐷(푥 , 푇푧) + 퐷(푧, 푇푥 ) − 휑(퐷(푥 , 푇푧) + 퐷(푧, 푇푥 )) 

≤
1
2 퐷(푥 , 푇푧) + 퐷(푧, 푥 ) − 휑(퐷(푥 , 푇푧) + 퐷(푧, 푥 )) 

  نتیجه می گیریم به بی نهایت  푛با میل دادن    
훿(푧, 푇푧) ≤

1
2퐷(푧, 푇푧) ≤ 퐷(푧, 푇푧) 

 
푇푧بنابراین  = {푧} و لذا حکم در حالت دوم هم برقرار است.  
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